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解答　Ⅰ　⑴　S(t)=
27
4

 t 4　　⑵　b＜-2a3  または  6a3＜b  のとき 1本，b=-2a3  または  b=6a3  のとき 2本，-2a3＜b＜

6a3  のとき 1本　　⑶　16　　Ⅱ　⑴　f1(≈)=2≈¬ ≈+(≈+1)¬ -≈　　⑵　0　　⑶　f2n(≈)=(3n≈+2n･3n-1)¬ ≈

Ⅲ　⑴　 (k+1)3

n3 　　⑵　 6k
n3　　⑶　P(s)=

6s(n-s)
n3 　　⑷　s=

n
2
　　Ⅳ　⑴　-5050　　⑵  ⑶  ⑷　解説参照

解説　Ⅰ　⑴　¥=≈3-a2≈　より　¥ '=3≈2-a2

よって， ¬の方程式は
　　¥-(t  3-a2t)=(3t 2-a2)(≈-t)

　　¥=(3t 2-a2)≈-2t 3　…①
Cと ¬の共有点の ≈座標を求めると
　　≈3-a2≈=(3t 2-a2)≈-2t 3

　　(≈-t)2(≈+2t)=0

ゆえに　≈=t，-2t

C：¥=≈(≈+a)(≈-a)  より，次の図のようになる。
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したがって，t＞0  のとき
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また，t＜0  のとき

　　S(t)=
　-2t

  t
(≈-t)2(≈+2t)d≈

 =
　t

 -2t
(≈-t)2(≈+2t)d≈

 =
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4

  t 4

よって　S(t)=
27
4

  t 4

⑵　 ¬が点Bを通るとき，①に  ≈=2a，¥=b  を代入して
　　b=(3t 2-a2)･2a-2t 3

　　b=-2t 3+6at 2-2a3　…②
等式②を満たす実数 tの個数が求める接線の本数と等しい。
よって，②の右辺を  f(t) とおき 2つのグラフ  ¥=f(t)，
¥=b  の共有点の個数を調べる。

　　f '(t)=-6t 2+12at=-6t(t-2a)

a＞0  より，f(t) の増減表は次のようになる。
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lim

t→-∞
  f(t)=∞，

　
lim
t→∞

  f(t)=-∞  より，接線の本数は

　　　　b＜-2a3  または  6a3＜b  のとき 1本
　　　　b=-2a3  または  b=6a3  のとき 2本
　　　　-2a3＜b＜6a3  のとき 3本
⑶　b=-2a3  のとき，②に代入して整理すると
　　2t 2(t-3a)=0　より　t=0，3a

ここで，t=0  の場合の接線は①より  ¥=-a2≈  となるので
原点を通る。よって　b—-2a3　である。b=6a3  のとき，
②に代入して整理すると
　　t 3-3at 2+4a3=0

　　(t+a)(t-2a)2=0

よって，このとき接点の ≈座標は  -a  および  2a  であり，
いずれも接線は原点を通らない。⑴の結果より

　　S(-a)=
27
4

(-a)4=
27
4

 a4

　　S(2a)=
27
4

(2a)4=
27
4

 a4×16

であるから　S1=S(2a)，S2=S(-a)

よって　 S1

S2

=16

Ⅱ　p，qを定数として
　　{(p≈+q)e ≈}'=pe≈+(p≈+q)e ≈

 =(p≈+q+p)e ≈　…①
であるから，p=a，q+p=b  とおくと  q=b-a  より

　　   (a≈+b)e ≈d≈=(a≈+b-a)e ≈+C　…②
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ただし，Cは積分定数。
⑴　①，②を用いて

　　f1(≈)=
　≈

 -≈
te tdt+(≈e ≈)'

 = (t-1)e t  
≈

-≈
+(≈+1)e ≈

 =(≈-1)e ≈-(-≈-1)e-≈+(≈+1)e ≈

 =2≈e ≈+(≈+1)e-≈

⑵　②より

　　©(≈)= (at+b-a)e t  
≈

-≈

 =(a≈+b-a)e ≈-(-a≈+b-a)e-≈

 =(a≈+b-a)e ≈+(a≈-b+a)e-≈

ここで
　　©(-≈)=(-a≈+b-a)e-≈+(-a≈-b+a)e ≈

 =-(a≈+b-a)e ≈-(a≈-b+a)e-≈

 =-©(≈)

となるから，©(≈) は奇関数である。よって

　　
　≈

 -≈
©(t)dt=0

⑶　( f2(≈) を計算すると (3≈+2)e ≈  となることから)

n=0，1，2，…について；an，bn  を定数として
　　f2n(≈)=(an  ≈+bn )e ≈　…(※)

と表されることを数学的帰納法で証明する。
［Ⅰ］　n=0  のとき，a0=1，b0=0  であるから(※)は成り
立つ。
［Ⅱ］　n=k  のとき，(※)が成り立つと仮定すると
　　f2k(≈)=(ak  ≈+bk)e ≈

である。このとき

　　f2k+1(≈)=
　≈

 -≈
 f2k(t)dt+f '2k(≈)

より，©k(≈)=
　≈

 -≈
 f2k(t)dt=

　≈

 -≈
(ak t+bk)dt  とおくと

　　f2k+1(≈)=©k(≈)+f '2k(≈)

さらに
　　f2k+2(≈)

　=
　≈

 -≈
 f2k+1(t)dt+f '2k+1(≈)

　=
　≈

 -≈
{©k(t)+f '2k(t)}dt+© 'k(≈)+f ''2k(≈)

ここで，⑵より

　　
　≈

 -≈
 ©k(t)dt=0

であり，fk(≈) の不定積分の 1つを Fk(≈)とすると
　　© 'k(≈)={F2k(≈)-F2k(-≈)}'

 =f2k(≈)+f2k(-≈)

となることから
　　f2k+2(≈)

　=  f2k(t)  
≈

-≈
+f2k(≈)+f2k(-≈)+f ''2k(≈)

　=2 f2k(≈)+f ''2k(≈)

　=2(ak ≈+bk)e ≈+(ak ≈+bk+2ak)e ≈

(①より)

　=(3ak ≈+3bk+2ak)et

したがって
　　ak+1=3ak　　bk+1=3bk+2ak

そして，n=k+1  のときも(※)が成り立つ。
［Ⅰ］［Ⅱ］より，n=0，1，2，…について(※)が成り立つ。
　　a0=1，an+1=3 an

であるから　an=3n

これと　bn+1=3bn+2an　から
　　bn+1=3bn+2･3n

両辺を  3n+1  で割って

　　 bn+1

3n+1 =
bn

3n +
2
3

ゆえに，数列 {bn

3n} は公差 
2
3

 の等差数列である。

初項を　 b0

30 =
0
1

=0　として

　　 bn

3n =0+n･ 2
3

=
2n
3

より　bn=2n･3 n-1

よって　f2n(≈)=(3n≈+2n･3 n-1 )e≈

Ⅲ　 3回の試行でカードの取り出し方は全部で  n3  通り。
⑴　j 以上  j+k  以下の整数の個数は
　　j+k-j+1=k+1(個)

よって， 3回ともこの範囲のカードを取り出すのは
　　(k+1)3通り

したがって，求める確率は　 (k+1)3

n3

⑵　⑴の(k+1)3  通りのうち適さないのは
ⅰ　X≧ j+1　または　ⅱ　Y≦ j+k-1  となる場合であ
る。
ⅰは「X≧ j+1　かつ　Y≦ j+k」より
　　(k+1-1)3＝k3(通り)

ⅱは「X≧ j　かつ　Y≦ j+k-1」より
　　(k+1-1)3＝k3(通り)

ⅰかつⅱは「X≧ j+1　かつ　Y≦j+k-1」より  k≧2  なら
ば(k+1-2)3=(k-1)3(通り)

ただし，k=1  のときもこれは正しい。
よって適する場合は
　　(k+1)3-{k3+k3-(k-1)3}=6k(通り)

したがって，求める確率は　 6k
n3

【別解】　次のように場合分けをしてもよい。
・ 3枚が  j，l，j+k(l=j+1，j+2，…，j+k-1)の場合は

(結果的に  k=1  のときも含めて)

　　3  ! (k-1)=6k-6(通り)

・ 3枚が  j，j，j+k  の場合は 3通り。
・ 3枚が  j，j+k，j+k  の場合は 3通り。

したがって，求める確率は　 (6k-6)+3+3
n3 =

6k
n3
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⑶　次のいずれかの場合である。
　　「X=1　かつ　Y=1+s」
　　「X=2　かつ　Y=2+s」
　　………
　　「X=n-s  かつ  Y=n」

どの場合の確率も⑵の結果より  
6s
n3   であるから

　　P(s)=(n-s)･ 6s
n3 =

6s(n-s)
n3

⑷　P(s)=
6
n3 (-s2+ns)=-

6
n3(s-

n
2 )

2

+
3
2n

nが 2以上の偶数なので， n
2
は自然数であって

n
2
≦n-1  が成り立つ。よって P(s)を最大にする sは

　　s=
n
2

Ⅳ　⑴　二項定理より
　　(≈－1)101

　=101C0 x
101+101C1 ≈

100(-1)+…+101C99 ≈
2(-1)99

　　　　　　　　+101C100 ≈(-1)100+101C101(-1)101

よって，≈2  の項の係数は
　　101C99(-1)99=101C2(-1)=-5050

⑵　二項定理を使い，mが奇数であることに注意すると
　　(p-1)m+1

　=mC0  p
m+mC1  p

m-1(-1)+…+mCm-1  p(-1)m-1

　　　　　　　　+mCm(-1)m+1

＝p{mC0  p
m-1+mC1  p

m-2(-1)+…+mCm-1(-1)m-1}

　　　　　　　　+(-1)+1

＝p{mC0  p
m-1+mC1  p

m-2(-1)+…+mCm-1(-1)m-1}

{　}内は整数であるから，(p-1)m+1  はpで割り切れる。
⑶　⑵の{　}内の項
　　mCm-1(-1)m-1=mC1=m

は，仮定より pで割り切れない。
一方，{　}内の他の項はどれも pで割り切れる。
よって，{　}内は pで割り切れず，(p-1)m+1  は  p2  で割
り切れない。
⑷　rが正の整数のとき
　　23

r-1
m+1  は3r  で割り切れる　…(※)　ことを数学的

帰納法で示す。
［Ⅰ］　r=1  のとき
　　2m+1=(3-1)m+1

であるから，⑵より 3で割り切れ，(※)が成り立つ。
［Ⅱ］　r=k  のとき(※)が成り立つと仮定すると，lを整
数として
　　23 

k-1
m+1=3kl

すなわち　23
k-1

m=3kl-1　…①　と表せる。
このとき　3

k

m=3(k-1)+1m=3k-1･31m=3k-1m･3　である
から
　　23 

k
m+1=23 

k-1
m･3+1

 =(23 
k-1

m)3+1

 =(3kl-1)3+1　(①より)

 =(3kl)3-3(3kl)2+3(3kl)-1+1

 =3k+1(32k-1l 3-3kl 2+l)

(　)内は整数であるから，これは  3k+1  で割り切れ，
r=k+1  のときも(※)が成り立つ。
［Ⅰ］［Ⅱ］より，rが正の整数のとき(※)が成り立つ。


